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摘 要：设 σ是环R上的一个自同构，δ 是R上的一个σ-导子，本文引进 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环的概念，采

用分项讨论方法，给出该环的刻画，探讨它们的结构性质，丰富一般斜逆洛朗级数环的研究。
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On the weak McCoy property of skew inverse Laurent series rings
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Abstract：Let R be a ring with an automorphism σ and a σ-derivation δ. We introduce the concept of

(σ，δ )-SILS right weak McCoy rings，give their characterizations and investigate their structural proper‐

ties by means of the itemized discussion method，enriching the research of general skew inverse Lau‐

rent series rings.
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本文假定所研究的环R都是有单位元 1的结合环，σ是环R上的一个自同构，δ 是环R的一个σ-导子，

即 δ是加法群 (R，+ )上的一个映射，满足 δ ( a + b) = δ ( a) + δ (b)，δ ( ab) = δ ( a) b + σ (a ) δ (b)，对任意的

a，b ∈ R. 我们用 R ( ( x-1；σ，δ ) )表示 R 上的斜逆洛朗级数环，其中元素是形如 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi的幂级数，

ai ∈ R，m ∈ Z（未必是正整数）。环中加法运算是普通幂级数加法，乘法满足

xr = σ ( r ) x + δ ( r )， x-1r =∑
i = 1

∞
σ-1( )-δσ-1 i - 1 ( r ) x-i， r ∈ R.

斜逆洛朗级数环的研究涉及许多领域，它不仅为非交换代数提供例子，还用来研究几何公理的独立

性。特别是关于它们的环论性质，很多学者进行了深入探讨［1-6］。Alhevaz等［3］研究了一般情况下的斜逆洛

朗级数环的半素性、拟Baer性；Habibi等［4-6］讨论了这类环的Armendariz性、Baer性、Zip性和各类根的关

系。特别地，作为幂级数 McCoy环［7］的推广，文献［6］将 McCoy性质引入到斜逆洛朗级数环中，定义了

(σ，δ )-SILS McCoy 环，即对任意的 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi， g ( x) = ∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ) ) \ { 0 }，其中 ai，bj ∈ R，
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如果满足 f ( x) g ( x) = 0，则存在非零元 c ∈ R使得 ai xi c = 0，对任意 i ≤ m. 文献［6］中证明了σ-rigid 环是

(σ，δ )-SILS McCoy环，探讨了这类环在各种环扩张下的封闭性。作为McCoy环概念的推广，本文将把环

的弱McCoy性引入到斜逆洛朗级数环中，考虑其与 (σ，δ )-SILS McCoy环和幂级数右弱McCoy环［8］之间的

关系，探讨它们的结构性质，进一步丰富斜逆洛朗级数环的研究。

1 (σ，δ )-SILS 右弱McCoy环的刻画

以下，我们以nil ( A)表示一个环A的所有幂零元素构成的集合。

定义 1 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个 σ-导子，称环R是一个 (σ，δ )-SILS右

弱 McCoy 环，如果对任意 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi， g ( x) = ∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }且满足 f ( x) g ( x) = 0，则

存在非零元 c ∈ R使得ai xi c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，对任意 i ≤ m.

定义 2 设 R 是一个环，σ是 R 上的一个自同构，δ是环 R 的一个 σ-导子，那么称环 R 是一个线性

(σ，δ )-SILS右弱 McCoy环，如果对任意 f ( x) = a-1x-1 + a0，g ( x) = b-1x-1 + b0 ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }且满足

f ( x) g ( x) = 0，则存在非零元 c ∈ R使得ai xi c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，其中 i，j ∈ { 0，- 1}.
易见，(σ，δ )-SILS右弱McCoy环一定是线性 ( σ，δ )-SILS右弱McCoy环；(σ，δ )-SILS右McCoy环一定

是 (σ，δ )-SILS 右弱 McCoy 环。但反过来未必成立（见例 1）。当 R ( ( x-1；σ，δ ) )是约化环（没有非零的幂零

元）时，两者相同。

例 1 设R是一个约化环，令 S = T2 (R )表示R的 2阶上三角矩阵环，则 S是 (1，0)-SILS右弱McCoy环，

但不是 (1，0)-SILS右McCoy环。

证明 根据下面的定理2知S是 (1，0)-SILS右弱McCoy环。令

f ( x) = ( )0 r
0 0 + ( )r 0

0 0 x-1， g ( x) = ( )r r
0 0 + ( )0 0

-r -r x-1 ∈ S ( ( x-1；1，0) )，
则有 f ( x) g ( x) = 0. 若 S是 (1，0)-SILS右McCoy环，则存在 0 ≠ M = ( )a b

0 c
∈ S满足 ( )0 r

0 0 M = ( )r 0
0 0 M =

0，即有 ra = rb = rc = 0. 因 R 是约化的，故 a = b = c = 0，从而 M = 0，这与 M ≠ 0矛盾，所以 S 不是

(1，0)-SILS右McCoy环。

下面考虑斜逆洛朗级数环的子环斜逆洛朗幂级数环R [ [ x-1；σ，δ ] ]，其中元素形如 f ( x) = ∑
i = -∞

0
ai xi，运

算与R ( ( x-1；σ，δ ) )中相同。当取σ = 1，δ = 0时，此时斜逆洛朗幂级数环表示为R [ [ x-1 ] ]. 且与 R [ [ x ] ]之
间存在环同构 α：R [ [ x ] ] → R [ [ x-1 ] ]，α (∑j = 0+∞ aj xj) =∑j = 0+∞ aj x- j. 可类似给出右弱McCoy性的定义：设R是一个

环，对任意 f ( x) = ∑
i = -∞

0
ai xi， g ( x) = ∑

j = -∞

0
bj xj ∈ R [ [ x-1 ] ] \ { 0 }，其中 ai，bj ∈ R. 若满足 f ( x) g ( x) = 0，则存

在非零元 c ∈ R使得 aic ∈ nil (R )，对任意 i ≤ 0. 我们称之为负幂级数右弱McCoy环。负幂级数左弱McCoy

性可类似定义。如果环R既是负幂级数右弱McCoy环又是负幂级数左弱McCoy环，那么称R是负幂级数

弱McCoy环。显然文献［8］中关于幂级数弱McCoy环的结论均可平移过来。

引理1 (1，0)-SILS右弱McCoy环是负幂级数右弱McCoy环。

证明 设 R是一个 (1，0)-SILS右弱 McCoy环。取 f ( x) = ∑
i = -∞

0
ai xi， g ( x) = ∑

j = -∞

0
bj xj ∈ R [ [ x-1 ] ] \ { 0 }，其

中 ai，bj ∈ R，且满足 f ( x) g ( x) = 0. 由于R [ [ x-1 ] ] ≤ R ( ( x-1 ) )，根据R是一个 (1，0)-SILS右弱McCoy环，知

存在 0 ≠ c ∈ R 使得 ai xi c ∈ nil (R ( ( x-1 ) ) )，故有 n ∈ N 使得 (ai xi c ) n = 0，即 (aicxi )n = (aic ) n xin = 0，从而

(aic ) n = 0，所以aic ∈ nil (R ). 因此，R是一个负幂级数右弱McCoy环。

推论 1 设R是一个约化环，Mn (R )表示R上的 n阶矩阵环，其中 n ≥ 2. 则Mn (R )不是 (1，0)-SILS右弱
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McCoy环。

证明 文献［8］的命题 1. 1证明了Mn (R )不是幂级数右弱McCoy环，可以类似证明Mn (R )不是负幂级

数右弱McCoy环，再由引理1，Mn (R )更不是 (1，0)-SILS右弱McCoy环。

例 2 设 R 是一个环，Tn (R )表示 R 的 n 阶上三角矩阵环，则 Tn (R )是负幂级数右弱 McCoy 环，但

Tn (R )不是负幂级数右McCoy环。

证明 根据文献［8］的例1. 1，可以同理证得。

弱 Armendariz 环和弱 McCoy 环分别作为 Armendariz 环和 McCoy 环的推广，弱 Armendariz 环蕴含弱

McCoy环。李敏等［8］证明了幂级数弱Armendariz环是幂级数弱McCoy环，我们自然地考虑斜逆洛朗级数

环的情况。文献［9］中提出了 (σ，δ )-SILS Armendariz 环的定义：如果对任意 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi， g ( x) =

∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) )，由 f ( x) g ( x) = 0可以推出 ai xibj xj = 0， i ≤ m，j ≤ n，则称 R 为 (σ，δ )-SILS Arm‐

endariz环。我们在文献［10］中给出了 (σ，δ )-SILS弱 Armendariz环的概念：对任意 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi，g ( x) =

∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) )，其中 ai，bj ∈ R，如果满足 f ( x) g ( x) = 0，则有 ai xibj xj ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，对

任意 i ≤ m，j ≤ n. 显然，(σ，δ )-SILS Armendariz环一定是 (σ，δ )-SILS弱Armendariz环。

命题1 (σ，δ )-SILS弱Armendariz环是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

证明 设 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi， g ( x) = ∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，其中 ai，bj ∈ R，且满足 f ( x) g ( x) = 0.

要 证 R 是 一 个 (σ，δ )-SILS 右 弱 McCoy 环 ， 需 找 到 非 零 元 c ∈ R 使 得 对 于 任 意 i ≤ m， 有

ai xi c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 因为环 R 是 (σ，δ )-SILS 弱 Armendariz 环，且 f ( x) g ( x) = 0，则对于任意 i ≤
m，j ≤ n，有ai xibj xj ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ).

若 g ( x) 的常数项 b0 ≠ 0，那么取 j = 0，则对于任意 i ≤ m，ai xib0 ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 此时，取

0≠ c = b0 ∈ R；若 g ( x)的常数项 b0 = 0，由于 g ( x)是非零的，不妨设 g ( x)的首项系数 bn ≠ 0，则 g ( x) 的最

高次项 bn xn ≠ 0. 我们构造多项式 h ( x) = g ( x) x-n = (∑j = -∞n bj xj) x-n = bn + ∑j = -∞n - 1
bj xj - n ∈ R ( ( x-1 ； σ，δ ) ) \ { 0 }，

则 有 f ( x) h ( x) = f ( x) g ( x) x-n = 0， 且 h ( x) 的 常 数 项 bn ≠ 0. 同 理 ， 对 任 意 i ≤ m， 有

ai xibn ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，取0≠ c = bn ∈ R即可。所以R是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

推论 2 设 R 是一个环，σ是 R 上的自同构，δ是环 R 的一个σ-导子，如果环 R 是σ-rigid 环，则 R 是

(σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

证明 由文献［9］的Th 2. 6知σ-rigid环是 (σ，δ )-SILS Armendariz环，因而R是一个 (σ，δ )-SILS弱Arm‐

endariz环。再由命题1知R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

反过来，命题 1 的逆命题不一定成立。下面给出一个环是 (σ，δ )-SILS 右弱 McCoy 环但不是 (σ，δ )-
SILS弱Armendariz环的反例。也仅需考虑σ = 1，δ = 0的特殊情形即可。

例 3 设 R是一个环，r ∈ R且是一个非幂零元，即对于任意 n ∈ N，rn ≠ 0. 令 S = T2 (R )，则 Tn (S )是
一个负幂级数右弱McCoy环。构造多项式

f ( x) = ( )0 r
0 0 + ( )r 0

0 0 x-1， g ( x) = ( )r r
0 0 + ( )0 0

-r -r x-1 ∈ S [ ][ x-1 ] .

有 f ( x) g ( x) = 0. 由于 r ∉ nil (R )，则

( )r 0
0 0 ( )r r

0 0 = ( )r2 r2

0 0 ∉ nil (S ).
所以，S 不是负幂级数弱 Armendariz 环。根据文献［8］的例 1. 2，知 Tn (S )不是负幂级数弱 Armendariz 环，

因此也不是一个（1，0）-SILS弱Armendariz环。

若一个环R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环，下面考虑它关于环同构是否封闭。
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命题 2 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子。设 S为一个环且存在环同构

γ：R → S，则R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环当且仅当S是 (γσγ-1，γδγ-1 )-SILS右弱McCoy环。

证明 令 σ' = γσγ-1，δ' = γδγ-1. 易得 σ'是环 S 上的自同构，下证 δ'是 S 的一个 σ'-导子。对任意

a，b ∈ S，由

δ'( ab) = γδγ-1( ab) = γδ (γ-1( a )γ-1 (b) ) = γ [ σγ-1( a) δγ-1( b) + δγ-1( a) γ-1( b) ]
= γσγ-1( )a γδγ-1( )b + γδγ-1( )a γγ-1( )b = σ'( )a δ'( )b + δ' (a )b，

知 δ'是S的一个σ'-导子。

下证当R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环时，S是 (γσγ-1，γδγ-1 )-SILS右弱McCoy环。

对 任 意 a，b ∈ R， 令 a' = γ (a )， b' = γ (b)， 则 对 任 意 k ∈ Z， t ∈ N， γ ( aσk δt( b) ) = a'γ (σk δt( b) ) =
a'γ (σkγ-1γδtγ-1γ ( b) ) = a'( γσγ-1 ) k( γδγ-1 ) t( b') = a'σ'k δ't( b'). γ作为 R → S的环同构，可以扩张成同构 γ̄：

R ( ( x-1；σ，δ ) ) → S ( ( x-1；σ'，δ') )， γ̄ (∑i = -∞m ai xi ) = ∑i = -∞m ai 'xi. 于是有 f ( x) g ( x) = 0当且仅当 f'( x) g'( x) = 0，
其中 f ' ( x ) = ∑

i = -∞

m

ai 'xi， g'( x) = ∑
j = -∞

m

bj'xj ∈ S ( ( x-1；σ'，δ') )，且由 ai xibj xj = 0可推出 ai'xibj'xj = 0. 由于 R 是

(σ，δ )-SILS 右弱 McCoy 环，存在 0 ≠ c ∈ R 使得 ai xi c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，故必定存在 n ∈ N 使得

(ai xi c ) n = 0，于是有 γ̄ (ai xi c ) n = 0 = [ γ̄ (ai xi c ) ] n = [ ai'xiγ ( c) ] n，对任意 i ≤ m. 这推出存在 0 ≠ c' = γ (c ) ∈ S
使得 ai'xi c' ∈ nil (S ( ( x-1；σ'，δ') ) ). 因此，S 是 (γσγ-1，γδγ-1 )-SILS 右弱 McCoy 环。反过来，可用类似方法

证得。综上，R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环当且仅当S是 (γσγ-1，γδγ-1 )-SILS右弱McCoy环。

我们知道一般的右弱McCoy环关于理想和子环未必是封闭的，从而 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环关于理

想和子环也不一定是封闭的。因此可以考虑添加一些特殊条件，使得 (σ，δ )-SILS右弱McCoy性可以传递

到部分理想上。下面先给出一个引理：

引理 2 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子，e ∈ R是一个中心正则幂等元

且满足σ ( e) = e，δ ( e) = 0，则 f ( x ) ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )当且仅当 ef ( x ) ∈ nil (eR ( ( x-1；σ，δ ) ) ).
证明 设 f ( x) = ∑

i = -∞

m

ai xi ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，则存在 n ∈ N使得 ( f ( x) ) n = 0. 由于 σ ( e) = e，δ ( e) =
0，则对于任意 i ≤ m，有 xie = exi，进一步有 f ( x) e = ef ( x)，所以有 (ef ( x) ) n = e ( f ( x) ) n = 0，即 ef ( x ) ∈
nil (eR ( ( x-1；σ，δ ) ) ).

反过来，若 ef ( x ) ∈ nil (eR ( ( x-1；σ，δ ) ) )，则存在m ∈ N使得 (ef ( x) )m = 0，展开有 e ( f ( x) )m = 0. 因为

e是中心正则元，所以 ( f ( x) )m = 0，故 f ( x) ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ).
命题 3 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子，e ∈ R是一个中心正则幂等元

且满足σ ( e) = e，δ ( e) = 0，则R是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环当且仅当 eR是一个 ( σ，δ )-SILS右弱Mc‐

Coy环。

证明 设 f ( x) = ∑
i = -∞

m

eai xi，g ( x) = ∑
j = -∞

n

ebj xj ∈ eR ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，其中ai，bj ∈ R，且满足 f ( x) g ( x) = 0.

由于 f ( x)，g ( x) ∈ eR ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 } ⊆ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，且 R 是一个 (σ，δ )-SILS 右弱 McCoy 环，所

以存在 0 ≠ c1 ∈ R使得 eai xi c1 ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，对任意 i ≤ m. 取 0 ≠ c = ec1 ∈ eR，有 eai xi c = eai xi ec1 =
eai xi c1 ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，再由引理 2 可得 e∙eai xi c = eai xi c ∈ nil (eR ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 这证明了 eR 是一个

(σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

反过来，设 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi，g ( x) = ∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，其中ai，bj ∈ R，且满足 f ( x) g ( x) = 0，
则有 ef ( x) eg ( x) = ef ( x) g ( x) = 0. 因为 eR 是一个 (σ，δ )-SILS 右弱 McCoy 环，存在 0 ≠ d = ed1 ∈ eR，其

中 0 ≠ d1 ∈ R， 使 得 eai xid = eai xi ed1 = eai xid1 ∈ nil (eR ( ( x-1；σ，δ ) ) )。 再 根 据 引 理 2 可 得 ai xid1 ∈
nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，所以R是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

推论 3 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子。e ∈ R是一个中心正则幂等元
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且满足σ ( e) = e，δ ( e) = 0，则下列命题等价：

（i） R是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环；

（ii） eR（Re）是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环；

（iii） (1 - e )R（R (1 - e )）是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

证明 （i）⇔（ii） 因为 e ∈ R是中心的，所以 eR = Re，再由命题3即证。

（i）⇔（iii） 由σ (1 - e) = σ ( )1 - σ ( )e = 1 - e，δ (1 - e) = δ ( )1 - δ ( e) = 0，且 (1 - e) R = R (1 - e )，
那么与命题3类似地可以证明等价结论。

文献［11］给出了弱-相容的概念。设σ是环 R 的一个自同态，如果对于任意 a，b ∈ R，ab ∈ nil (R ) ⇔
aσ (b) ∈ nil (R )，就称σ是弱-相容的。如果环R存在一个弱-相容的自同态σ，则称环R是弱σ-相容的。设

δ是一个σ-导子，如果对于任意 a，b ∈ R，ab ∈ nil (R ) ⇒ aδ (b) ∈ nil (R )，则称环 R是弱 δ-相容的。如果一

个环R既是弱σ-相容的又是弱 δ -相容的，则称R为弱 (σ，δ )-相容环。我们在文献［10］中将弱 (σ，δ )-相容

环的部分性质进行了推广，得到以下结论。

引理3 [10］ 若R为弱 (σ,δ )-相容环，则有

（i） ab ∈ nil (R ) ⇔ σm (a )σn (b) ∈ nil (R )，对任意m，n ∈ Z.

（ii） ab ∈ nil (R ) ⇒ σm (a ) δs (b)，δt (a )σn (b) ∈ nil (R )，对任意m，n ∈ Z，s，t ∈ N.

定理1 设R是弱 (σ，δ )-相容环且nil (R)是幂零理想，那么以下结论成立且是等价的：

（i） R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

（ii）如果对任意 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi，g ( x) = ∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，其中 ai，bj ∈ R，m，n ∈ Z，且满

足 f ( x) g ( x) = 0，则存在非零元 c ∈ R使得aic ∈ nil (R)，对任意 i ≤ m.

证明 结论成立是显然的，下证两个命题是等价的。

（i）⇒（ii）设 f ( x)，g ( x)是满足（ii）中要求的幂级数。因为 R是 (σ，δ )-SILS右弱 McCoy环，则一定存

在 0 ≠ c ∈ R满足 ai xi c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 根据文献［10］的命题 3可得 ai xi c ∈ nil (R) ( ( x-1；σ，δ ) )，再由

文献［10］的命题4，有aic ∈ nil (R).
（ii）⇒（i） 已 知 存 在 非 零 元 c ∈ R 满 足 aic ∈ nil (R)， 对 任 意 i ≤ m. 那 么 根 据 引 理 3， 有

ai xi c ∈ nil (R) ( ( x-1；σ，δ ) )，再由文献［10］的命题4得到ai xi c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ).
一个环R称为NI环，如果 nil (R) = Nil* (R )，其中Nil* (R )表示R的上诣零根（R的所有诣零理想的和）。

R是NI环当且仅当nil (R)是R的理想当且仅当R/Nil* (R )是约化环。关于NI环的更多性质可见文献［12］。

推论 4 设R为NI环且是弱 (σ，δ )-相容的环，对左、右零化子有升链条件或R是左（右）Goldie环，或

对理想有升链条件，或R有右Krull维数时，则R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

证明 当环 R 对左、右零化子有升链条件或 R 是左（右）Goldie 环，或对理想有升链条件，或 R 有右

Krull维数时，nil (R)是幂零理想，则由定理1可得R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

设 R是一个环，σ是 R上的一个自同构，δ是环 R的一个σ-导子。我们称环 R的一个理想 I为σ-理想

（σ-不变理想），若σ ( I ) ⊆ I（σ ( I ) = I）；称 I为 δ-理想，若 δ ( I ) ⊆ I. 若 I既是σ-理想（σ-不变理想）又是 δ-
理想，就称 I是一个 (σ，δ )-理想（(σ，δ )-不变理想）。

文献［5］给出了 q-量子化导子的概念：设 δ是环R的一个σ-导子，如果存在 q ∈ R使得 qσδ = δσ，就称

δ是一个q-量子化σ-导子［5］。

引理 4[5］ 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个 q-量子化σ-导子，其中 q是环R的一

个中心可逆元且满足 σ ( q) = q，δ ( q) = 0. 如果 I 是 R 的一个幂零 ( σ，δ )-不变理想，则 I ( ( x-1；σ，δ ) )是
R ( ( x-1；σ，δ ) )的一个幂零理想。

命题 4 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个 q-量子化σ-导子，其中 q是环R的一

个中心可逆元且满足σ ( q) = q，δ ( q) = 0. 只要 I是 R的一个幂零 (σ，δ )-不变理想，就有 I是 (σ，δ )-SILS右
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弱McCoy环。

证明 任取 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi，g ( x) = ∑
j = -∞

n

bj xj ∈ I ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，其中 ai，bj ∈ I且满足 f ( x) g ( x) = 0，
则对于 I中任意非零元素 c，根据 I是R的 (σ，δ )-不变理想，有 ai xi c ∈ I ( ( x-1；σ，δ ) )，对任意 i ≤ m. 再利用

引理 4，可知 I ( ( x-1；σ，δ ) )是幂零理想，其中元素均是幂零元。所以 ai xi c ∈ nil ( I ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 从而 I 是

(σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

2 (σ，δ )-SILS右弱McCoy的扩张

命题 5 设 I是指标集，{ }Ri，i ∈ I 是一族环，σi是Ri上的一个自同构，δi是环Ri的一个σi-导子。如果

每一个Ri都是 (σi，δi )-SILS右弱McCoy环，则R =∏i ∈ I Ri是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环，其中对于任

意a = (ai )i ∈ I ∈ R，σ (a ) = (σi (ai ) ) i ∈ I，δ (a ) = ( δi (ai ) ) i ∈ I.
证明 显然σ是 R的一个自同构，下面证明 δ是一个σ-导子。任取 a = (ai )i ∈ I，b = (bi )i ∈ I ∈ R，那么，

ab = (aibi )i ∈ I，有 δ (ab) = ( δi (aibi ) ) i ∈ I = (σi( ai ) δi( bi ) + δi (ai )bi )i ∈ I. 另外，

σ ( a) δ ( b) + δ ( a) b = (σi (ai ) ) i ∈ I ( δi (bi ) ) i ∈ I + ( δi (ai ) ) i ∈ I (bi )i ∈ I = (σi( ai ) δi( bi ) + δi (ai )bi )i ∈ I = δ (ab).
下 证 R =∏i ∈ I Ri 是 一 个 (σ，δ )-SILS 右 弱 McCoy 环 。 任 取 f ( x) = ∑

p = -∞

m

ap xp，g ( )x = ∑
q = -∞

n

bq xq ∈

R ( ( x-1 ； σ，δ ) ) \ { 0 }，其中 ap = (api )i ∈ I，bq = (bqi )i ∈ I ∈ R. 若 f ( x) g ( x) = 0，则有 (∑p = -∞m

ap xp ) (∑q = -∞n bq xq ) = 0. 令

fi( x) = ∑
p = -∞

m

api xp，gi( x) = ∑
q = -∞

n

bqi xq ∈ Ri ( ( x-1；σi，δi ) )，则有 fi( x) gi( x) = 0，对任意 i ∈ I.
（i） 若存在 k ∈ I 使得 fk( x) ≠ 0 且 gk( x) ≠ 0. 因为 Rk 是 (σk，δk )-SILS 右弱 McCoy 环，所以存在

0 ≠ ck ∈ Rk使得 apk xp ck ∈ nil (Rk ( ( x-1；σk，δk ) ) ). 于是取 c = (ci )i ∈ I ∈ R，当 i = k时，ci = ck，当 i ≠ k时，ci =
0. 此时，ap xp c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ) ) ).

（ii）若不存在 k ∈ I使得 fk( x) ≠ 0与gk( x) ≠ 0同时成立，那么有下面两种情形：

（a）存在 i ∈ I满足 fi( x) ≠ 0但 gi( x) = 0. 设 J = { i ∈ I | fi( x) ≠ 0 }，则 J ≠ ∅且 J ≠ I，否则 g ( x) = 0与条

件矛盾。此时取 c = (ci )i ∈ I ∈ R，当 i ∈ J时，ci = 0，当 i ∉ J时，ci = 1. 显然 c ≠ 0，且 ap xp c = (api xp ci )i ∈ I =
0，所以ap xp c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ).

（b）存在 i ∈ I满足 fi( x) = 0但gi( x) ≠ 0，同理可证。

综上，R =∏i ∈ I Ri是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

推论 5 设 I = {1，2，· · ·，n }是有限指标集，{ }Ri，i ∈ I 是一族环，σi是Ri上的一个自同构，δi是环Ri

的一个σi-导子。如果Ri都是 (σi，δi )-SILS右弱McCoy环，那么直和R = ⨁n
i = 1Ri是一个 (σ，δ )-SILS右弱Mc‐

Coy环，其中对于任意a = (ai )i ∈ I ∈ R，σ (a ) = (σi (ai ) ) i ∈ I，δ (a ) = ( δi (ai ) ) i ∈ I.
证明 与命题5类似可证。

推论 6 设R是一个环，σ是环R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子，e ∈ R是一个中心幂等元。

如果 eR和 (1 - e )R都是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环，那么R是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

证明 因为 e是 R 的中心幂等元，由于 R = eR⊕(1 - e )R，那么根据推论 5，R 是 (σ，δ )-SILS 右弱 Mc‐

Coy环。

文献［13］介绍了环 R [ D，C ]的相关概念。设 D 是一个环，C 是 D 的一个子环且包含单位元 1，

R [ D，C ] = {(d1，d2，⋯，dn，c，c，⋯) | di ∈ D，c ∈ C，n ∈ Z+ }，则该集合关于分量的加法和乘法构成环。因此

若环D上定义了一个自同构σ和σ-导子 δ，则可延拓成 σ̄，δ̄：R [ D，C ] → R [ D，C ]，
σ̄ ( ( d1，d2，⋯，dn，c，c，⋯) ) = (σ (d1 )，σ (d2 )，⋯，σ (dn )，σ (c )，σ (c )，⋯)，
δ̄ ( ( d1，d2，⋯，dn，c，c，⋯) ) = ( δ (d1 )，δ (d2 )，⋯，δ (dn )，δ (c )，δ (c )，⋯).

推论 7 设D是一个环，σ是环D上的一个自同构，δ是环D的一个σ-导子，C是D的一个幂零 (σ，δ )-
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不变理想，则D是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环可推出R [ D，C ]是一个 ( σ̄，δ̄ )-SILS右弱McCoy环。

证明 根据命题4可知C是 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环，再利用命题5的方法可证。

反过来，我们可以考虑若由环 Ri构成的直和或直积 R 是 (σ，δ )-SILS 右弱 McCoy 的，Ri是否是一个

(σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

命题 6 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子。设 I是指标集，{ }Ri，i ∈ I 是

一族环，σi 是环 Ri 上的一个自同构，δi 是环 Ri 的一个 σi-导子。若 Ri = R，σi = σ，δi = δ. 那么，R' =∏i ∈ I Ri是一个 (σ'，δ')-SILS右弱McCoy环可以推出R是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环，其中对于任意 a =
(ai )i ∈ I ∈ R'，σ'(a ) = (σi (ai ) ) i ∈ I = (σ (ai ) ) i ∈ I，δ'(a ) = ( δ (ai ) ) i ∈ I.

证明 设 f ( x) = ∑
p = -∞

m

ap xp， g ( x) = ∑
q = -∞

n

bq xq ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，其中 ap，bq ∈ R且有 f ( x) g ( x) = 0. 我

们构造 F ( x) = ∑
p = -∞

m

Ap xp， G ( x) = ∑
q = -∞

n

Bq xq ∈ R'( ( x-1；σ'，δ') ) \ { 0 }，其中 Ap = (api )i ∈ I，Bq = (bqi )i ∈ I∈ R，且

api = ap，bqi = bq，对任意 i ∈ I，则F ( x) G ( x) = 0. 又因为R'是 (σ'，δ')-SILS右弱McCoy环，故存在 0 ≠ c' =
( ci ) i ∈ I ∈ R' 使 得 Ap xpc' ∈ nil (R'( ( x-1；σ'，δ') ) ). 选 取 c' = ( ci ) i ∈ I 的 非 零 元 分 量 ， 记 为 c， 则 有

ap xp c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 所以R是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

下面，我们考虑何时 (σ，δ )-SILS右弱McCoy性质关于常见的矩阵扩张是封闭的。

设R是一个环，我们以Tn (R )表示R上的 n阶上三角矩阵环，以 Sn(R)表示主对角线上元素相等的上三

角矩阵环（其中n ≥ 2），以T (R，n)表示每条对角线上元素相等的上三角矩阵环且n ≥ 2，即

Sn(R) =
ì
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上述矩阵有以下包含关系：T (R，n) ⊆ Sn(R) ⊆ Tn (R ). 再用T (R，R)表示环R通过R的平凡扩张，其中

加法定义为：( a，b) + ( c，d ) = ( a + c，b + d )，乘法为 ( a，b) * ( c，d ) = ( ac，ad + bc). 易见，T (R，R)与 S2(R)
同构。

如果环R上定义了自同构σ和σ-导子 δ，那么σ，δ可以延拓到 Tn (R )，Sn(R)，T (R，n)或 T (R，R)上：

σ̄ ( (aij ) ) = (σ (aij ) )，δ̄ ( (aij ) ) = ( δ (aij ) ).
定理 2 设R是一个环，σ是环R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子，则 S是一个 ( σ̄，δ̄ )-SILS右

弱McCoy环，其中S为Tn (R )，Sn(R)，T (R，n)，T (R，R)中任意一个环。

证明 显然，σ̄是S上的自同构，δ̄是S的一个 σ̄-导子。下面仅证当S为Tn (R )时情形。

容 易 看 出 存 在 环 同 构 α： S ( ( x-1；σ̄，δ̄ ) ) → Tn (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )， α (∑k = -∞r Ak xk ) = ( fij )， 其 中

Ak = (a( )k
ij ) ∈ S， fij( x) = ∑

k = -∞

r

a( )k
ij xk ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) )，对任意 k ≤ r， 1 ≤ i，j ≤ n. 设 p ( x) = ∑

k = -∞

r

Ak xk， q ( x) =

∑
l = -∞

s

Bl xl ∈ S ( ( x-1 ； σ̄，δ̄ ) ) \ { 0 }且满足 p ( x) q ( x) = 0. 其中 Ak = ( a( )k
ij )，Bl = ( b( )l

ij ) ∈ S， k ≤ r， l ≤ s. 则有

( fij) ( gij) = 0，gij( x) = ∑
l = -∞

s

b( )l
ij xl ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ).

根据环同构 α，我们有 α ( Ak xk ) = ( fij )，其中 fij( x) = a( )k
ij xk ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) )，对任意 k ≤ r，1 ≤ i，j ≤ n.

取 0 ≠ C = E1n ∈ S，此时 ( fij) C = (dij ) ∈ Tn (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，d1n = a( )k1n xk，当 ( i，j ) ≠ (1，n )时，dij = 0. 易得
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(dij )2 = 0，即 (dij ) ∈ nil (Tn (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ) ). 于是有

α-1( dij) = α-1( fij) C = α-1( fij) α-1 (C ) = Ak xkC ∈ nil (S ( ( x-1 ；σ̄，δ̄ ) ) ).
因而S是 ( σ̄，δ̄ )-SILS右弱McCoy环。

文献［14］介绍了 n 阶斜上三角矩阵环 Tn (R，α ). 设 R 是一个环，α是 R 的自同态且满足 α (1) = 1.

Tn (R，α )中元素为上三角矩阵，加法为一般矩阵的加法，乘法满足：Eij r = αj - i ( r )Eij，i ≤ j. 即若 A = (aij )，
B = (bij ) ∈ Tn (R，α )， AB = C = (cij )，则 cij = aiibij + ai，i + 1α (bi + 1，j ) + ⋯ + aijαj - i (bjj ). Tn (R，α ) 有下列子环：

S (R，n，α)表示主对角线元素相同的矩阵构成的环，T (R，n，α)表示所有主、次对角线上元素相同的矩阵构

成的环，以及

A (R，n，α) = ì
í
î
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ïï
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þ
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j = ê

ë
êêêê ú

û
úúúún2 + 1

n ∑i = 1
n - j + 1ai，i + j - 1Ei，i + j - 1 ，

B (R，n，α) = { }|A + rE1k A ∈ A (R，n，α)，r ∈ R ， n = 2k ≥ 4.

显然有 A (R，n，α)，B (R，n，α) ≤ S (R，n，α). 文献［6］说明了若 α是 R 的自同态，σ是环 R 的一个自同

构， δ 是 R 的一个 σ-导子，同时满足 ασ = σα， αδ = δα，则 σ，δ 可以延拓成 σ̄，δ̄： C → C. C 可取

S (R，n，α)， T (R，n，α)， A (R，n，α)， B (R，n，α) 中任意一个，其中 σ̄ 和 δ̄ 定义为： σ̄ ( (aij ) ) = (σ (aij ) )，
δ̄ ( (aij ) ) = ( δ (aij ) ). 同时，α也可以延拓成 ᾱ：R ( ( x-1；σ，δ ) ) → R ( ( x-1；σ，δ ) )，ᾱ (∑i = -∞m ai xi ) = ∑i = -∞m α (ai )xi.

定理 3 设R是一个环，α是环 R 上的一个自同态，σ是 R 上的一个自同构，δ是环 R 的一个σ-导子，

且 ασ = σα，αδ = δα，那么 C 是一个 ( σ̄，δ̄ )-SILS 右弱 McCoy 环，其中 C 可取 S (R，n，α)，T (R，n，α)，
A (R，n，α)，B (R，n，α)中任意一个环。

证明 不 妨 取 C = S (R，n，α)， 那 么 存 在 以 下 环 同 构 β：C ( ( x-1；σ̄，δ̄ ) ) → S (R ( ( x-1；σ，δ ) )，n，ᾱ)，
β (∑k = -∞r Ak xk ) = ( fij )，其中 fij( x) = ∑

k = -∞

r

a( )k
ij xk ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) )，对任意 k ≤ r，1 ≤ i，j ≤ n. 再利用与定理 2相同

的证明方法即可。

我们自然而然地会考虑定理2和定理3的逆命题是否还能成立。

命题7 设S为Tn (R )，Sn(R)或T (R，n)，T (R，R)中任意一个环，且主对角线上元素非零。如果S是一

个 ( σ̄，δ̄ )-SILS右弱McCoy环，那么R也是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

证明 只证 S 为 Tn (R )时情形即可。设 f ( x) = ∑
k = -∞

r

ak xk，g ( x) = ∑
l = -∞

s

bl xl ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }且满足

f ( x) g ( x) = 0. 取 F ( x) = ∑
k = -∞

r

Ak xk，G ( x) = ∑
l = -∞

s

Bl xl ∈ S ( ( x-1；σ̄，δ̄ ) ) \ { 0 }，其中 Ak = akEn，Bl = blEn ∈ S，
那么有F ( x) G ( x) = 0. 因为 S是一个 ( σ̄，δ̄ )-SILS右弱McCoy环，则存在 0 ≠ C = (cij ) ∈ S，其中 cii ≠ 0，使

得 Ak xkC ∈ nil (S ( ( x-1；σ̄，δ̄ ) ) )， 即 ak xk cii ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 从 而 我 们 找 到 了 0 ≠ c = cii ∈ R 满 足

ak xk c ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) ). 所以，R是一个 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环。

推论 8 设C为 S (R，n，α)，T (R，n，α)，A (R，n，α)，B (R，n，α)中任意一个环，ασ = σα，αδ = δα且主

对角线上元素非零。如果 C 是一个 ( σ̄，δ̄ )-SILS 右弱 McCoy 环，那么 R 也是一个 (σ，δ )-SILS 右弱 Mc‐

Coy环。

我们还可以类似地给出 (σ，δ )-SILS左弱McCoy环和 (σ，δ )-SILS弱McCoy环的定义。

定义 3 设R是一个环，σ是R上的一个自同构，δ是环R的一个σ-导子。称环R是一个 (σ，δ )-SILS左

弱 McCoy环，如果对任意 f ( x) = ∑
i = -∞

m

ai xi，g ( x) = ∑
j = -∞

n

bj xj ∈ R ( ( x-1；σ，δ ) ) \ { 0 }，其中 ai，bj ∈ R，m，n ∈ Z.

若满足 f ( x) g ( x) = 0，则存在非零元 d ∈ R使得 dbj xj ∈ nil (R ( ( x-1；σ，δ ) ) )，对任意 j ≤ n.

定义 4 若 R 既是 (σ，δ )-SILS 右弱 McCoy 环又是 (σ，δ )-SILS 左弱 McCoy 环，则称 R 为 (σ，δ )-SILS 弱
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McCoy环。

本文中关于 (σ，δ )-SILS右弱McCoy环的结论对 (σ，δ )-SILS左弱McCoy环同样成立，更进一步地，对

(σ，δ )-SILS弱McCoy环仍然成立。
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